
一、應力方塊 

(一) 界定平面：  

以平面法向量與軸向的關係來定義。 

如法向量指向Ｘ軸，則為Ｘ平面，以此類推。 

(二) 剪應力：  

1. 為平行平面的應力，通常平面上有兩個剪應力。 

如 X 平面上有 τxy , τxz、Y 平面上有 τyx , τyz、 

Z 平面上有 τzx、 τzy。 

2. τxy：在ｘ平面上，箭頭指向ｙ軸。 

判斷方向： 

1.以所在平面判定，法向量指向正軸向，則平面為(＋)，否則為(—)。 

2.箭頭指向與正軸向相同者為(＋) ；相反者為(—) 

3.剪應力(＋)(—)：所在平面與箭頭指向皆為(＋)或 (—)時為正值；否則為負值 

(三) 平面應力 

指三軸向應力少了某一軸向應力元素時，如 Z 軸向應力(包括 σZ、τzx、 τzy、τyz、τxz)，

此時稱作平面應力。 

            

 

二、任意𝛉上之平面應力 

(一) 𝟎°時之𝐗面應力： 

1.正交應力：僅受𝝈𝒙作用， 𝝈𝒏 = 𝝈𝒙 

2.剪應力：僅受𝝉𝒙𝒚作用，𝛕 = 𝝉𝒙𝒚 

 

第十三章 平面應力 

Chap1.概論 

沿X軸向壓平再轉 90∘成平面應力 

 



(二) 𝛉時之斜面應力(逆時針角度) 

 

1. 正交應力：同時受𝜎𝑥 , 𝜎𝑦, 𝜏𝑥𝑦作用 

  𝝈𝜽 =
𝝈𝒙 + 𝝈𝒚

𝟐
+

𝝈𝒙 − 𝝈𝒚

𝟐
𝐜𝐨𝐬 𝟐𝜽 + 𝝉𝒙𝒚 𝐬𝐢𝐧 𝟐𝜽 

2. 剪應力：同時受𝜎𝑥 , 𝜎𝑦 , 𝜏𝑥𝑦作用 

 𝛕𝜽 = −
𝝈𝒙−𝝈𝒚

𝟐
𝐬𝐢𝐧 𝟐𝜽 + 𝝉𝒙𝒚 𝐜𝐨𝐬 𝟐𝜽 

※若題目給予的是比值，此時應把單角函數轉變成雙角函數值 

cos 2𝜃 = 𝑐𝑜𝑠2 𝜃 − 𝑠𝑖𝑛2𝜃 

 sin 2𝜃 = 2 sin 𝜃 cos 𝜃 

例 

如圖所示之平面應力元件，試求作用在一與垂直面夾角為 30° 之正交應力及剪

應力。 

 

[解]：θ = 30°，2θ = 60°，σ𝑥 = 80𝑀𝑃𝑎，𝜎𝑦 = −20𝑀𝑃𝑎，𝜏𝑥𝑦 = −40𝑀𝑃𝑎 

1.𝝈𝟑𝟎° =
𝟖𝟎+(−𝟐𝟎)

𝟐
+

𝟖𝟎−(−𝟐𝟎)

𝟐
𝐜𝐨𝐬 𝟔𝟎° + (−𝟒𝟎) 𝐬𝐢𝐧 𝟔𝟎° = 𝟐𝟎. 𝟑𝟔𝑴𝑷𝒂 



2. 𝛕𝟑𝟎° = −
𝟖𝟎−(−𝟐𝟎)

𝟐
𝐬𝐢𝐧 𝟔𝟎° + (−𝟒𝟎) 𝐜𝐨𝐬 𝟔𝟎° = 𝟔𝟑. 𝟑𝑴𝑷𝒂 

 

例 

如圖所示之平面應力元件，試求作用在一與垂直面夾順時針 75° 角之正交應力

及剪應力。 

 

[解]：θ = −75°，2θ = −150°，σ𝑥 = 10𝑀𝑃𝑎，𝜎𝑦 = −5𝑀𝑃𝑎，𝜏𝑥𝑦 = 0 

1. 𝝈−𝟕𝟓° =
𝟏𝟎+(−𝟓)

𝟐
+

𝟏𝟎−(−𝟓)

𝟐
𝐜𝐨𝐬(−𝟏𝟓𝟎°) + 𝟎 × 𝐬𝐢𝐧(−𝟏𝟓𝟎°) = −𝟑. 𝟗𝟗𝟓𝑴𝑷𝒂 

2.   𝛕−𝟕𝟓° = −
𝟏𝟎−(−𝟓)

𝟐
𝐬𝐢𝐧(−𝟏𝟓𝟎°) + 𝟎 × 𝐜𝐨𝐬(−𝟏𝟓𝟎°) = 𝟑. 𝟕𝟓𝑴𝑷𝒂 

例 

一斷面 10cm×10cm 之木柱，如圖所示，受軸拉力 5000kgf 之作用，試求 m-n 斷

面之正交應力σ′及剪應力τ′應為若干？ 

 

[解]：θ = 60°，2θ = 120°，σ𝑥 = 0，𝜎𝑦 =
5000

100
= 50𝑘𝑔𝑓/𝑐𝑚2，𝜏𝑥𝑦 = 0 

1. 𝝈𝟏𝟐𝟎° =
𝟎+𝟓𝟎

𝟐
+

𝟎−𝟓𝟎

𝟐
𝐜𝐨𝐬 𝟏𝟐𝟎° + 𝟎 × 𝐬𝐢𝐧 𝟏𝟐𝟎° = 𝟑𝟕. 𝟓𝑘𝑔𝑓/𝑐𝑚2 

2.   𝛕𝟏𝟐𝟎° = −
𝟎−𝟓𝟎

𝟐
𝐬𝐢𝐧 𝟏𝟐𝟎° + 𝟎 × 𝐜𝐨𝐬 𝟏𝟐𝟎° = 𝟐𝟏. 𝟔𝟓𝑘𝑔𝑓/𝑐𝑚2 

例 

如圖所示，平面應力元件，於 a 斜面上，其正交應力與剪應力各為多少？ 

 

 

 

 

 



三、主平面與主應力 

(一) 主應力：當斜面上的剪應力為零時，斜面上正交應力將產生最大或最小的正交應力，

此時的正交應力稱為主應力 

(二) 主平面：產生最大或最小的正交應力之平面稱為主平面 

 

四、莫耳圓 

(一) 雙軸向應力分析：ｘ，ｙ面無剪應力 

 

1. X 面作用力= 𝛔𝒙 ∙ 𝑨𝒙 

(1)分解出斜面上之正向力= 𝛔𝒙 ∙ 𝑨𝒙 ∙ 𝐜𝐨𝐬 𝜽 

斜面上之正向應力=
 𝛔𝒙∙𝑨𝒙∙𝐜𝐨𝐬 𝜽

𝐴
=

 𝛔𝒙∙𝑨𝒙∙𝐜𝐨𝐬 𝜽
𝑨𝒙

cos 𝜃

=  𝛔𝒙 ∙ 𝐜𝐨𝐬 𝜽 ∙ 𝐜𝐨𝐬 𝜽 

(2)分解出斜面上之剪力= 𝛔𝒙 ∙ 𝑨𝒙 ∙ 𝐬𝐢𝐧 𝜽 

斜面上之剪應力=
 𝛔𝒙∙𝑨𝒙∙𝐬𝐢𝐧 𝜽

𝐴
=

 𝛔𝒙∙𝑨𝒙∙𝐬𝐢𝐧 𝜽
𝑨𝒙

cos 𝜃

=  𝛔𝒙 ∙ 𝐬𝐢𝐧 𝜽 ∙ 𝐜𝐨𝐬 𝜽 

2. y 面作用力= 𝛔𝒚 ∙ 𝑨𝒚 

(1)分解出斜面上之正向力= 𝛔𝒚 ∙ 𝑨𝒚 ∙ 𝐬𝐢𝐧 𝜽 

斜面上之正向應力=
 𝛔𝒚∙𝑨𝒚∙𝐬𝐢𝐧 𝜽

𝐴
=

 𝛔𝒚∙𝑨𝒚∙𝐬𝐢𝐧 𝜽
𝑨𝒚

sin 𝜃

=  𝛔𝒚 ∙ 𝐬𝐢𝐧 𝜽 ∙ 𝐬𝐢𝐧 𝜽 

(2)分解出斜面上之剪力= 𝛔𝒚 ∙ 𝑨𝒚 ∙ 𝐜𝐨𝐬 𝜽 

斜面上之剪應力=
 𝛔𝒚∙𝑨𝒚∙𝐜𝐨𝐬 𝜽

𝐴
=

 𝛔𝒚∙𝑨𝒚∙𝐜𝐨𝐬 𝜽
𝑨𝒙

sin 𝜃

=  𝛔𝒚 ∙ 𝐬𝐢𝐧 𝜽 ∙ 𝐜𝐨𝐬 𝜽 

3. 斜面應力 

(1)正交應力 𝝈𝒏 =  𝛔𝒙 ∙ (𝐜𝐨𝐬 𝜽)𝟐 +  𝛔𝒚 ∙ (𝐬𝐢𝐧 𝜽)𝟐 

𝝈𝒏 =
(𝜎𝑥 + 𝜎𝑦)

2
+

(𝜎𝑥 − 𝜎𝑦)

𝟐
𝐜𝐨𝐬 𝟐𝜽 



(2)剪應力 τ𝜃 = −𝛔𝒙 ∙ 𝐬𝐢𝐧 𝜽 ∙ 𝐜𝐨𝐬 𝜽 +  𝛔𝒚 ∙ 𝐬𝐢𝐧 𝜽 ∙ 𝐜𝐨𝐬 𝜽 

𝛕𝜽 = −
( 𝛔𝒙 −  𝛔𝒚)

𝟐
∙ 𝐬𝐢𝐧 𝟐𝜽 

※剪應力以逆時針為(+)；順時針為(—) 

4.莫耳圓 

 

(1)假設 𝛔𝒙 >  𝛔𝒚，逆時針旋轉角度𝟐𝜽 

(2)以𝝈𝒏為 x 軸；𝛕為 -y 軸(逆轉時， 𝛕𝜽為 − 值) 

(3)圓上點代表任一面上之應力值，尤其與𝝈𝒏軸相交的兩點代表主應面 

(𝛔𝒙，0)：最大主應力；( 𝛔ｙ，0)：最小主應力 [此時剪應力為 0] 

(4)圓心點(
𝜎𝑥+𝜎𝑦

2
, 0)，半徑

𝜎𝑥−𝜎𝑦

2
= 𝜏𝑚𝑎𝑥 

(5)餘應力：𝛔𝒏 + 𝛔𝒏
′ = 𝛔𝒙 + 𝛔𝒚  𝛕𝜽 + 𝛕𝒏

′ = 𝟎 

 

例 

某材料承受雙軸向應力，若 x =80MPa， y =-40MPa，試求在 15°斜斷面上之 

(1) 正交應力 𝛔𝒏及剪應力𝛕𝜽大小為何？ (2)餘應力𝛔𝒏
′與𝛕𝒏

′之大小為何？ 

[解]： 

 

1. (𝛔𝒙，0)=(80,0)  ( 𝛔ｙ，0)=(-40,0)  𝟐𝜽 = 𝟑𝟎° 

2. 圓心點(
80+(−40)

2
, 0)=(20,0)  半徑=60 

3. 𝛔𝒏=20+60× 𝐜𝐨𝐬 𝟑𝟎°=72Mpa  

𝛕𝜽 = −60× 𝐬𝐢𝐧 𝟑𝟎° = −𝟑𝟎𝑴𝑷𝒂 

4. 72+𝛔𝒏
′=80+(-40) 𝛔𝒏

′ = −𝟑𝟐𝑴𝑷𝒂 

−𝟑𝟎 + 𝛕𝒏
′ = 𝟎   𝛕𝒏

′ = 𝟑𝟎𝑴𝑷𝒂 



(二) 平面應力分析：ｘ，ｙ面有剪應力 

 

(1) x 面與 y 面之剪應力𝝉𝒙𝒚，𝝉𝒚𝒙 大小相等，方向相反 

(2) V 面應力(𝛔𝒙，𝝉𝒙𝒚) ，H 面應力(𝛔𝒚，−𝝉𝒚𝒙) 

(3) 圓心點(
𝜎𝑥+𝜎𝑦

2
, 0)，a=|𝛔𝒙 −

𝜎𝑥+𝜎𝑦

2
|，b=|𝝉𝒙𝒚| ，半徑 R=√a2 + 𝑏2 = 𝜏𝑚𝑎𝑥 

(4) 最大主應力 𝛔𝟏 = (
𝜎𝑥+𝜎𝑦

2
+ 𝑹, 𝟎)    最小主應力  𝛔𝟐 = (

𝜎𝑥+𝜎𝑦

2
− 𝑹, 𝟎) 

(5) 斜面θ應力(𝛔𝜽，𝝉𝜽) 

  𝝈𝜽 =
𝝈𝒙 + 𝝈𝒚

𝟐
+

𝝈𝒙 − 𝝈𝒚

𝟐
𝐜𝐨𝐬 𝟐𝜽 + 𝝉𝒙𝒚 𝐬𝐢𝐧 𝟐𝜽 

𝛕𝜽 = −
( 𝛔𝒙 −  𝛔𝒚)

𝟐
∙ 𝐬𝐢𝐧 𝟐𝜽 

 

例 

如圖所示之平面應力元件， 若𝛔𝒙=50MPa，𝛔𝒚= -10MPa， 𝝉𝒙𝒚=40MPa， 試求其： 

(1) 最大主應力𝛔𝟏及最小主應力𝛔𝟐。 

(2) 最大剪應力 𝝉 max 。 

 

[解]： 

V (𝟓𝟎，𝟒𝟎)，H (−𝟏𝟎，−𝟒𝟎)  

Ｖ 

Ｈ 



1. 圓心點(
50+(−10)

2
, 0)=(20,0)，a=𝟓𝟎 − 𝟐𝟎 = 𝟑𝟎，b=𝟒𝟎 

2. 半徑 R=√302 + 402 = 50 = 𝜏𝑚𝑎𝑥 

3. 最大主應力𝛔𝟏 = (20 + 𝟓𝟎, 𝟎) = (𝟕𝟎, 𝟎)   

最小主應力  𝛔𝟐 = (20 − 𝟓𝟎, 𝟎) = (−𝟑𝟎, 𝟎) 

4. 莫耳圓 

 

  



 

  



五、合成應力 

(一)梁內應力與合成應力 

1.梁內應力：剪力及彎矩力 

 

(1) 彎曲應力：σ =
𝑀𝑦

𝐼
，受力面與橫斷面有關係 

(2) 剪應力：τ =
𝑉𝑄

𝐼𝑏
，受力面與橫斷面有關係 

2.合成應力：偏心力產生軸向力與彎矩力 

 

偏心力           軸向力＋彎矩力 

(1) 軸向應力：σ =
𝑃

𝐴
，受力面與正向面有關係 

(2) 彎曲應力：σ =
𝑀𝑦

𝐼
，受力面與正向面有關係 

(3) 合成應力：σ =
𝑃

𝐴
±

𝑀𝑦

𝐼
 

例 

如圖所示之短方柱，柱斷面為 60cm×60cm，在懸臂梁自由端處受一 7200kgf 之偏心荷

重作用，試求短柱之最大壓應力𝛔𝑪−𝒎𝒂𝒙及最大拉應力𝛔𝑻−𝒎𝒂𝒙各為若干 kgf/cm2？ 

 

 

 

[解]： 

軸向應力：σ = −
𝑃

𝐴
= −

7200

3600
= −2𝑘𝑔𝑓/𝑐𝑚2 

彎曲應力：σCB = −
𝑀𝑦

𝐼
= −

7200×100×30

60×603

12

= −20 𝑘𝑔𝑓/𝑐𝑚2 

σTA =
𝑀𝑦

𝐼
=

7200 × 100 × 30

60 × 603

12

= 20 𝑘𝑔𝑓/𝑐𝑚2 

𝛔𝑪−𝒎𝒂𝒙 = −𝟐 + 𝟐𝟎 = 𝟏𝟖 𝑘𝑔𝑓/𝑐𝑚2  

𝛔𝑻−𝒎𝒂𝒙 = −𝟐 − 𝟐𝟎 = −𝟐𝟐 𝑘𝑔𝑓/𝑐𝑚2 



例 

圖所示懸臂梁，其斷面為 20cm×40cm，在自由端處受一傾斜拉力 1200kgf 之作用，

試求梁頂及梁底之最大應力各為若干 kgf/cm2 ？ 

 

 

 


