
一、應力、應變 

研究物體受外力作用後，其內力之分佈(應力)及形狀之變化(應變)。亦即研究材料之強度

是否可以承受外力之荷重，以及瞭解該材料之剛性是否可以避免變形。 

(一) 應力：單位面積所受的正向力，分為拉應力、壓應力，以σ表示。 

1.公式：𝛔＝
Ｐ

Ａ
   

 

 

2. 單位：kgf/cm2，Pa=N/m2，psi=lb/in2 

※1 N/cm2=104 N/m2=104 Pa      1 MPa=106 Pa 

(二) 應變：每單位長度的變形量，分為拉應變、壓應變，以ε表示。 

1.公式：𝛆＝
𝑳′−Ｌ

Ｌ
＝

𝜹

Ｌ
 

 

2. 單位：無因次單位 

例 1. 

 

 

[解]：1000 =
3140

𝜋×𝑟2 

𝑟 = 1𝑐𝑚 

例 2. 

  

[解]：0.0002=
δ

5000
 

δ = 1mm 
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二、應力應變圖 

(一) 虎克定律：材料於彈性限度內，應力與應變成正比。 

1. 公式：σ＝Ｅ × ε 

2. 彈性係數(楊氏模數)： 

E =
𝜎

𝜀
，E 在應力應變圖中表示其斜率，在比例限度內為一常數。 

單位：與應力σ相同 

3. 伸長量：δ =
𝑃𝐿

𝐸𝐴
   

4. 構件分成數段，由不同軸向力 Pi、不同長度 Li、不同斷面積 Ai 及不同材質 Ei 之

總應變量 δ = ∑
𝑃𝑖𝐿𝑖

𝐸𝑖𝐴𝑖
 。 

例 9-4.  

 

[解]： 

A=10×10=100𝑐𝑚2   l =800cm  P=1× 104𝑘𝑔𝑓  E=2.0× 106𝑘𝑔𝑓/𝑐𝑚2 

δ =
𝑃 × 𝑙

𝐸 × 𝐴
=

−104 × 8 × 102

2 × 106 × 102
= −4 × 10−2 = −0.04𝑐𝑚 

σ =
𝑃

𝐴
=

−104

102
= −102 = −100𝑘𝑔𝑓/𝑐𝑚2 

ε =
𝜎

𝐸
=

−102

2 × 106
= −5 × 10−5 = −0.00005 

 

例 9-5.  

 

 

 

[解]： 

 

 

 

 

 

※1Gpa=109 𝑁/𝑚2 = 109 × 10−6 𝑁/𝑚𝑚2 = 103𝑁/𝑚𝑚2 
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(二) 應力應變圖： 

1. 延性材料：軟鋼、鋁、銅、鎂等 

 

(1) 線性區域 OA：A 點為比例限度，為應力與應變成正比之最大界限。 

(2) 彈性區域 OA’：A’點為彈性限度，為外力移去後，材料能恢復原狀的最大界限。 

(3) 完全塑性 BC：受外力變形無法恢復原狀。B 點為降伏點，即應力沒有明顯增

加，但應變卻劇烈變化，稱為降伏現象。一般以σy (降伏應力)

表示，延性材料設計以此應力除以安全係數作為容許應力。 

(4) 應變硬化 CD：使材料承受應力之能力增加。Ｄ點為材料所能承受之最大應力，

稱為極限應力，一般以σu表示。脆性材料設計以此應力除以安

全係數作為容許應力。 

(5) 頸縮 DE：材料超過極限應力後，應力減少，應變急速增加，產生頸縮現象而

斷裂。E 點為斷裂點。 

2. 脆性材料：混凝土、鑄鐵、玻璃等 

 

(1) 材料在極限應力產生斷裂無頸縮現象。 

(2) 比例限度 OA 

(3) 沒有明顯降伏點，平行偏移 0.2%交曲線於 B 點為降伏點 

(三) 安全係數及工作應力 

一般材料在設計時，為使各構件安全，使用之應力通常低於降伏或極限應力甚多，

考慮在彈性限度內，防止永久變形產生。設計時所使用之應力，稱為容許應力或工作



應力，一般以 σw 表示。 

(1) 延性材料之安全係數：n =
𝜎𝑦

σw
   

(2) 脆性材料之安全係數：n =
𝜎𝑢

σ𝑤
 

例 9-6.  

 

[解]： 

n =
125

25
= 5 

例 9-7.  

 

[解]： 

𝜎𝑤 =
30

3
= 10𝑀𝑃𝑎 

𝜎𝑤 =
𝑃

𝐴
=

12560

3.14×𝐷2/4
= 104𝑁/𝑚2   D=20mm 

 

(四) 蒲松比 

材料受軸向力產生伸長，而同時材料橫切方向產生收縮，而收縮應變ε𝑡與伸長應

變ε𝑙之絕對比值稱為蒲松比（ν），亦是橫向應變與軸向應變之絕對比值。 

(1) 公式：ν =
𝜀𝑡

𝜀𝑙
=

𝑏

𝐷
𝛿

𝐿

=
𝒃𝑳

𝑫𝜹
 

(2) 一般材料之蒲松比不得超過 0.5，而金屬材料之蒲松比為 0.25～0.35。 

(3) 蒲松數m =
１

蒲松比
 

例 9-8.  

 

[解]： 

ε𝑙 =
0.12

150
= 0.0008  ε𝑡 =

0.00048

2
= 0.00024 

ν =
0.00024

0.0008
= 0.3 

例 9-9.  

 

 

[解]：L=100cm  A=4𝑐𝑚2 P=60× 103𝑘𝑔𝑓 E=2× 106𝑘𝑔𝑓/𝑐𝑚2   ν = 0.3 

重點五 

重點六 



 

 

三、多向應力之應變相互影響 

(一) 雙軸向應力之三軸向應變 

1.  x 應力之 x 應變：  

ε𝑥＝
𝜎𝑥

Ｅ
  

2.  x 應力之 y 應變：  

ε𝑦＝ − με𝑥 = −μ ×
𝜎𝑥

𝐸
  

※1. 2. 單軸向應力之雙軸向應變 

3.  x,y 應力之 x 應變、y 應變 

ε𝑥＝
𝜎𝑥

Ｅ
− μ

𝜎𝑦

Ｅ
    ε𝑦＝

𝜎𝑦

Ｅ
− μ

𝜎𝑥

Ｅ
 

4.  x,y 應力之 z 應變： 

ε𝑧＝ − μ
𝜎𝑥

Ｅ
− μ

𝜎𝑦

Ｅ
  

 

(二) 三軸向應力之三軸向應變 

 

※若σx=σy=σz=σ  則εx=εy=εz= 
𝝈

𝑬
(𝟏 − 𝟐𝝁) 

重點七 



例 9-10.  

 

[解]： 

 

例 9-11. 

 

 

 

 

 

 [解]： 

 

 

四、體積應變 

(一) 體積應變 

1.定義：受荷重作用後的體積變化量∆V 與未受荷重前體積 V 之比值 

2.公式：𝜺𝑽 =
∆𝑽

𝑽
=

𝑽′−𝑽

𝑽
 

其中受荷重後的體積 𝑉′ = (1 + 𝜀𝑥)(1 + 𝜀𝑦)(1 + 𝜀𝑧) × 𝑉   

𝜀𝑉 =
𝑉′ − 𝑉

𝑉
≈ 𝜀𝑥 + 𝜀𝑦 + 𝜀𝑧 

三軸向應力作用時，體積應變   𝜀𝑉 =
1 − 2𝜇

𝐸
(𝜎𝑥 + 𝜎𝑦 + 𝜎𝑧) 

若𝝈𝒙 = 𝝈𝒚 = 𝝈𝒛 = 𝝈 時， 𝜀𝑉 =
1−2𝜇

𝐸
(3𝜎) 

(二) 體積彈性係數 

1.定義：假設材料各軸向承受均勻分佈之荷重時，當應力在彈性限度範圍內，則應力

重點八 



與體積應變之比值將滿足虎克定律成為一定值，此定值稱為體積彈性係數 

2.公式：𝐸𝑉 =
𝜎

𝜀𝑉
=

𝜎
1−2μ

E
(3σ)

=
𝐸

3(1−2μ)
 

3.當μ = 0.5 時，𝐸𝑉無限大，表示物體為剛體不變形，故 μ 應介於 0~0.5 間才合理 

例 9-12. 

 

 

 

[解]： 

 

例 9-13.  

 

[解]： 

 

 

五、結構靜不定問題 

靜定結構：當結構之支承反力個數恰可以此靜力平衡方程式求解，此結構謂之靜定結構。

靜不定結構：當結構支承反力個數超過此靜力平衡方程式，此結構謂之靜不定結構。 

※解法：平衡方程式+材料變形關係 

(一)型式一：固定桿受力後變形不變情形 

如圖 9-13(a)所示，A、B 兩端固定，C 點有一 P 力作用，試求反力 Ra 及 Rb 。 

重點九 

重點十 



 

解：1. 靜力平衡方程式屬於共線力系  ∑ Fy＝0 

P=Ra+Rb 

2. 軸向力對 B 點造成變形量 

P 力產生縮短變形量δ𝑃 = −
𝑃×𝑏

𝐸×𝐴
 

Ra 力產生伸長變形量δ𝑅𝑎 =
𝑅𝑎×𝐿

𝐸×𝐴
 

受力後固定桿未變形下 

δ𝑃 + δ𝑅𝑎 = 0  ，
𝑅𝑎×𝐿

𝐸×𝐴
−

𝑃×𝑏

𝐸×𝐴
= 0   Ra=

𝑏

𝐿
× 𝑃  代入 1.   Rb=

𝑎

𝐿
× 𝑃 

例 

 

 

解：Ra=
𝑃×𝑏

𝐿
=

30×60

80
= 22.5𝑡𝑓   Rb=

𝑃×𝑎

𝐿
=

30×20

80
= 7.5𝑡𝑓 

 

(二)型式二：合成桿受力後變形一致情形 

如圖 9-14(a)所示，一混凝土圓柱緊套於空心鋼柱之中，已知鋼材之彈性係數為 ES，混凝

土之彈性係數為 EC，鋼材之斷面積為 AS，混凝土之斷面積為 AC，試求兩種材料

之壓縮應力σC 與σS  

 

解：1. 靜力平衡方程式屬於共平面平行力系  ∑ Fy＝0 

P=PS+PC=σS× AS + σC× AC  (1) 

2. 軸向力造成鋼材與混凝土變形量一致 

𝛿𝑆 = 𝛿𝐶  ε =
𝛿

𝑙
   ∴  ε𝑆 = ε𝐶   又 ε =

𝜎

𝐸
   ∴

𝜎𝑆

𝐸𝑆
=

𝜎𝐶

𝐸𝐶
    

 
𝜎𝑆

𝜎𝐶
=

𝐸𝑆

𝐸𝐶
= 𝐾  (2) 

重點十一 



3. 將(1)兩邊同除以σC  
P

σC
=

𝜎𝑆

𝜎𝐶
× AS + AC        

P

σC
= 𝐾 × AS + AC 

σC =
𝑃

𝐾×AS+AC
  代(2) σS =

𝑃×𝐾

𝐾×AS+AC
 

例 

 

 

 

 

 

 

 

解：K=
2.1×106

0.21×106 = 10  A𝑐 =
𝜋×102

4
= 78.5𝑐𝑚3  A𝑠 =

𝜋×(202−102)

4
= 235.5𝑐𝑚3 

σS =
𝑃 × 𝐾

𝐾 × AS + AC
=

20 × 103 × 10

10 × 235.5 + 78.5
= 82.19𝑘𝑔𝑓/𝑐𝑚2 

P=PS+PC=σS× AS + Pc  Pc= P-σS× AS=20 × 103 − 82.19 × 235.5 =645kgf 

 

 (三)型式三：變形量成比例情形 

如圖 9-15(a)所示，剛性水平桿 AB，以兩條繩索 CD、EF 固定，CD 為鋁質（彈性係數為

E1，斷面積為 A1，長度為 a），EF 為鎂質（彈性係數為 E2，斷面積為 A2，長度

為 b），自由端受一 P 力作用，試求繩索拉力 T1 及 T2 

   

解：1. 共平面平行力系可利用平衡方程式  ∑ Fy＝0，∑Ｍ = 0 

∑Ｍ = 0  T1× L + 𝑇2 × 2𝐿 = 𝑃 × 3𝐿  

T1+2𝑇2 = 3𝑃  (1) 

2. 一端固定，另一端施Ｐ力下，伸長量與固定端之距離成正比例 

𝛿2

𝛿1
=

2𝐿

𝐿
= 2       𝛿2 = 2𝛿1   δ =

𝑃×𝑙

𝐸×𝐴
 

𝑇2 × 𝑏

𝐸2 × 𝐴2
= 2 ×

𝑇1 × 𝑎

𝐸1 × 𝐴1
 

令   𝑓1 =
𝑎

𝐸1×𝐴1
， 𝑓2 =

𝑏

𝐸2×𝐴2
  𝑇2 ×  𝑓2＝𝑇1 ×  𝑓1 代入(1) 

 

重點十二 



3.  

 

例  

 

 

 

解： 

δ𝑏 = 2𝛿𝑎    
𝑇𝑏×𝑏

𝐸𝑏×𝐴𝑏
= 2 ×

𝑇𝑎×𝑎

𝐸𝑎×𝐴𝑎
   𝐸𝑏 = 𝐸𝑎   𝐴𝑏 = 𝐴𝑎 

𝑇𝑏 = 2𝑇𝑎    

∑ 𝑀𝑜 = 0    𝑇𝑎 × 20 + 𝑇𝑏 × 40 = 5 × 100   𝑇𝑎 = 5𝑘𝑁   𝑇𝑏=10kN 
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